Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Komentarz do wyktadu z 19. marca

Definicja 1. Funkcje f(z,y) nazywamy funkcjq gestosci (gestoscig) 2-wymiarowej zmiennej loso-
wej (X,Y) iff
1. f,y) >0, dia (z,y) € R?,
2. //f(:c,y) dydx = 1.
R JR

W wypadku dyskretnym funkcje p(i, j) nazywamy gestoscig (prawdopodobieristwem) iff
1. P(X = ZL’Z‘,Y = y]> :pij > 0, dl(l (Z,]) - N2,

2. Z Z pij = 1.
i€N jeN
Deﬁnicja 2. Gestosciami brzegowymi zmiennej losowej (X,Y") o gestosci f(x,y) nazywamy funk-
cje fi(x / flz,y)dy oraz fo(y) = /Rf(x,y)da:.
W wypadku dyskretnym uzywamy oznaczen pi;e = Z Dij 0TGZ Dej = Zpij.
JjeN 1€EN

Definicja 3.

e Momentem zwyklym rzedu k (k-tym momentem zwyklym) zmiennej losowej X nazywamy
warto$é my, = B(X*).

e Momentem centralnym rzedu k (k-tym momentem centralnym) nazywamy warto$é py =
E[(X - EX)"].

e Dla 2-wymiarowej zmiennej losowej (X,Y) momentem mieszanym rzedu (k,1) nazywamy
wartodci my = E(Xle) oraz pug = B {(X — EX)*- (v — E’Y)l]

Uwagi.
Rozktad ciagly Rozktad dyskretny
mi = | o*f(a)de = > atp,
R ieN
pe= [~ BXP @) =3~ EX)p
1€EN
My = //x f z,y dydx My = Z xf yjng
1,JEN

Wartos¢ oczekiwana EX to m,, wariancja VX to ps, moment mieszany mi; to kowariancja
zmiennych X, Y, oznaczenie Cov(X,Y'). Symbole EX, E(X) oznaczaja to samo (warto$¢ oczeki-
wang). Podobnie symbole VX, V(X) oznaczaja wariancje. Dla odréznienia: E(X?) oznacza wartosé
oczekiwana zmiennej X2, natomiast E*(X) lub [EX]? — kwadrat wartosci oczekiwanej zmiennej X.

Definicja 4. Dana jest 2-wymiarowa zmienna losowa (X,Y'). Zmienne (1-wymiarowe) X,Y na-
zywamy niezaleznymsi iff

e Vz.y e R f(z,y) = fi(x) - fo(y) (vide def. 2), lub
® Vi,j €N pij = Dia - Daj-



Przyktad:

3
(i)  Rozwazamy funkcje f(x,y) = 21y okreslong na obszarze ograniczonym prostymi y = 0,

16
x = 2 oraz krzywa y = 2. Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze
2 ra? 16
// r-ydydr = —, (1)
o Jo 3

czyli nieujemna na wybranym obszarze funkcja f(z,y) moze by¢ uwazana za gesto$¢. Réwna-

nie (1) zapiszmy jako
/ / fla,y) dy de =1,
R JR

gdzie domyslnie przyjmujemy, ze f(z,y) = 0 wszedzie poza zdefiniowanym obszarem.

s t
(ii)  2-wymiarowa dystrybuanta jest F'(s,t) = Fxy(z,y) = / / f(z,y) dy dz.

(iii)  Wyznaczmy gestosci brzegowe:

5
filz) = fx(x) = RSxyd :/0 Sxyd Si, r€10,2],

3 > 3 33(%1 )

4 ry — Yy

= dx / dx = : 0,4].
fo(y) / /5 16 T 39 y € [0,4]

Zauwazmy (w pierwszym réwnaniu), ze dla ustalonego z jest y € [0, z*]. Podobnie, dla ustalo-
nego y jest x € [\/y,2]. Oprocz tego fi(x), f2(x) moga by¢ uwazane za gestosci, bo sg nieujemne
(w zdefiniowanym obszarze) oraz

’ I _'3U-yy,
/()fl(x)dw—/ ?d =1, /()f2(y)dy—/0 de—l

2 192 4
Kolejne catkowania dajg wyniki: EX = / x- fi(x)dx = ~ oraz EY = / Y- foy) dy =2 (e
0 0

to taki dodatek).

(iv)  Sprawdzmy, czy zmienne X, Y sa niezalezne. Wezmy pod rozwage punkt (z,y) = (1, 1.5).

Jest teraz
3 45

0=f(1,1.5) # fi(1) - fo(15) = o= - oo

To oznacza, ze zmienne X, Y nie sg niezalezne (krocej: sa zalezne).

Przyktad:

Przyktad kolejny pokazuje, ze dla zmiennych dyskretnych jest o wiele prosciej. Réwniez
Z tego powodu (s, tes inne powody) bedziemy tym zmiennym poswieca¢ mniej uwagi.
(i)  Definiujemy zmienng losowa (X,Y") nastepujaco:

i Y2 Ys
T1 | P11 P12 D13
(X, Y) = T2 | P21 P12 P23
T3 | P31 P32 P33
Ty | Pa1 P42 P43




W powyzszym wzorze p;; > 0 oraz sz-j =1, czyli na przyktad:

i?j
Xyl 2 3 5
—210.10 0.05 0.07
(X,Y) = 0]0.05 0.03 0.08
110.01 0.07 0.15
v2[0.38 0.00 0.01
(ii)  Dystrybuanta F(s,t) = > pi.
i<, y; <t
(i)  Gestosci brzegowe:
XYl 2 3 5| pe
—210.10 0.05 0.07]0.22
0]0.05 0.03 0.080.16
(XY) = 1]0.01 0.07 0.15]0.23
Vv2(0.38 0.00 0.01]0.39
Pej | 0.54 0.15 0.31]1.00
Zmienne X, Y maja zatem rozktady brzegowe:
o ®| -2 0 1 V2
" p 022 0.16 023 0.39°
" pe; | 054 0.15 0.31

(iv)

Niezaleznos¢ zmiennych X, Y. Zmienne sg zalezne, poniewaz

£P(X =1)-P(Y =2) = psa po1 = 0.23 - 0.54.
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7 powazaniem,
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! (zmienne) niezalezne o tym samym rozkladzie
2independent and of identical distribution (variables)



